CHAPITRE 6

La transformée de Fourier

1. Exercices

Dans les corrections, on choisit la normalisation suivante pour la
transformée de Fourier :

B(¢) = / o(z)e= 27 .

Le passage d’une normalisation a une autre n’implique généralement
que des constantes multiplicatives dont le calcul est facile.

1. Calculs et propriétés élémentaires.
a. Calculer la transformée de Fourier de la mesure de Dirac 0;.
b. Soient a > 0 un réel et f la fonction train d’onde f : xz —
sinx 1_, 4 (7). Calculer la transformée de Fourier de la fonction f.
Décrire en une phrase ce qui se passe quand a tend vers +o00.
c. Calculer les transformées de Fourier sur R de f :  — e 1l et de
g:x1/(1+2?).
d. Montrer qu’il n’existe pas de fonction f € L'(R, B(R), ) telle que
pour toute fonction g € LY(R, B(R), \) on ait f xg = g.
e. Calculer la transformée de Fourier de la mesure de surface de la
sphere de rayon R > 0 dans R3.

2. Régularité de la transformée de Fourier. Soit pz une me-
sure finie sur (R, B(R)).
a. Sila fonction identité x est dans L!(u), montrer que /i est de classe
C! et que

i@ (u) = —QiW/]R:Ue_ZimI p(dx).
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110 6. LA TRANSFORMEE DE FOURIER

b. Sila fonction identité x est dans L?(u), montrer que j est de classe
C? et que

Ia//(u) _ —471'2 /]Rx2e—2i7ruac ,u(da:)

3. Non surjectivité de la transformation de Fourier. Soit

x €—i27ru

0(x) = / dr, x€R.
. u

a. Montrer que la fonction # est continue sur R et qu’elle possede

une limite finie a l'infini. R

b. Montrer que, si f est une fonction intégrable sur R et si f est sa

transformée de Fourier, I’expression

0@ - [ 1 ag

a une limite finie quand = tend vers +oc.

Soit ¢ la fonction paire définie sur R par

{1 silo] <1

9(r) = 1/Inz si|z| > 1.

c. Montrer que g est continue et tend vers 0 en 00, mais que g n’est
la transformée de Fourier d’aucune fonction intégrable.

4. Equation de propagation. Si f : R" x R — R, (z,t) —
f(z,t) est Pamplitude d’une onde (de nature électromagnétique, acous-
tique, etc.) vue comme une fonction des variables spatiale et tempo-
relle x et t, on montre en Physique que sous certaines hypotheses f
est de classe C? et satisfait & I’équation de propagation

2
e,
c2 Ot?
ou c¢ est une constante, la célérité, qui dépend de la nature de ’'onde
et du milieu dans lequel 'onde se propage, et A est 'opérateur la-

placien : Af(x,t) = =5 + ...+ 5.
T



1. EXERCICES 111

L’expérience montre en outre que l'on peut librement imposer
lamplitude fo(z) = f(z,0) et et sa dérivée temporelle go(x) =
—(x,0) a I'instant ¢t = 0.

5 () 0)
La clef de la résolution de cette équation de propagation est d’in-
troduire la transformée de Fourier spatiale de f, c’est-a-dire la fonc-
tion
fi(ut)— e~ 2imu) £ (2 t) da.
R7L
of
— (1)

. ot

2

et w(, t) sont intégrables sur R™ par rapport a la variable u pour

tout t € R.

a. Trouver I'équation et les conditions initiales satisfaites par f et
déterminer f en fonction de fo et go.

b. Ecrire f presque partout sous la forme de I'intégrale d'une fonction
dépendant de fj, et de gy.

Nous supposerons que les fonctions u — (1+||ul|?)f(u, t),

5. Equation de diffusion de la chaleur. Soitu : R*xR" — R
une fonction de classe C*> a support compact satisfaisant 1’équation
de la chaleur

ou
E(to .T)

2
pour tous t € R* et x € R", on Au(t,z) = Z %(t, x) dénote le
1<j<n = J
laplacien de u. On suppose de plus que u satisfait la condition initiale
u(0,z) = ¢(x) pour tout z € R", ot ¢ : R” — R est une fonction de
classe C™ a support compact.

On appellera transformée de Fourier spatiale de u et on notera
u:RFXR" = R, (t,&) — u(t, &) la fonction, si elle existe, telle que
pour tout ¢ > 0 la fonction u(t,-) : £ — ul(t, 5) soit la transformee de
Fourier de la fonction u(t,-) :  — u(t, x).

= Au(t, x)

—~ 8u
a. Justifier 'existence des fonctions u, Au et —

ot



112 6. LA TRANSFORMEE DE FOURIER

b. Montrer en intégrant par parties qu’il existe un réel ¢ > 0 (qui
dépend de la normalistion choisie pour la transformation de Fourier)

tel que Ault, &) = —cll¢][*a(t, €).

0 Iy
566 = —cliglat€).

c. En déduire que
d. En déduire que

i, €) = p(e)e e,
e. En déduire que quel que soit ¢t > 0 la fonction u(t, -) est la convolée
spatiale suivante :

1 2
SY ult,z) = (N(t,-) * ) (x), avec N(t,z) = ———— e I#I7/(41),
(S) ult.r) = Wt # @) (o), avee N(t,2) = oo
f. Si @ est positive et non identiquement nulle, la fonction u est-elle
a support compact comme supposé ? Conclure !

Soit maintenant ¢ € L!(R").
g. Montrer que la formule (S) définit une solution de I’équation de
la chaleur de classe C*, sur R x R". La fonction u est-elle définie
sur R, x R"?
h. Montrer que u(t, -) converge vers ¢ dans L*(R") quand ¢ tend vers
0.

(L’unicité de la solution u lorsque ¢ € L*(IR"™) ne résulte pas de ce
qui précede et sa démonstration utilise la Théorie des Distributions.)

Pour tout ¢ > 0 on note ¢® : L'(R") — C>(R") l'opérateur
o —u(t, ) =N(t, ) *p.
i. Montrer que e’ définit un opérateur continu L'(R") — L!(R").
j. Montrer que, si ¢ est de classe C*° a support compact sur R",
HetAQOHLQ < |l¢ll;2 et en déduire que I'opérateur e'® se prolonge de
facon unique en un endomorphisme continu L#(R") — L?(R").
k. Montrer, quelle que soit la fonction ¢ € L2, que la fonction e’y
satisfait I’équation de la chaleur sur R} x R™ et que u(t, -) converge
vers ¢ dans L? quand ¢ tend vers 0.
1. (Question subsidiaire) Interpréter N' comme une solution de ’équa-
tion de la chaleur pour une certaine condition initiale ¢ a déterminer
parmi les mesures positives sur R".
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6. Equivalent d’une intégrale de Fresnel. Soit ¢ : R — R
une fonction de classe C* nulle en dehors d’un intervalle [—A, A].
Pour tout nombre complexe t = t;+ito de partie imaginaire Imt¢ = ¢,
strictement positive, soit f; : R — C la fonction complexe telle que

ft(x) — eitx2 — e—t2$2+it1$2'

On veut établir un équivalent de l'intégrale

It:/]Remgqb(ac) dx

quand Ret = t; tend vers +oo. R

a. Montrer que la transformée de Fourier f; de la fonction f; : x —
'’ existe et est dérivable sur R.

b. Déterminer en faisant une intégration par parties le nombre com-

plexe a tel que
~1 U~
e (u) + a;ft(u) =0

et en déduire I’expression de ]/‘:t a une constante multiplicative pres.
c. Déterminer cette constante en calculant f;(0) (on pourra calculer
le carré de ce nombre, utiliser le théoreme de Fubini puis passer en
coordonnées polaires).

On admettra que ¢(u) et ug(u) sont dans L'(du), et que pour
tout x € R on a

o(z) = /R B(u) €27 du.

d. Calculer la dérivée de ¢ en fonction de gg

On rappelle que l'on a

pour tout nombre complexe z.
e. Montrer que

I = \/ge”/4 (¢(0) - %b’(@) +0 (%)) |
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7. Rotations irrationnelles et séries de Fourier. Considérons
I'intervalle F = [0, 1] muni de la tribu borélienne B = B(F) et de la
mesure de Lebesgue A, et f l'application  — x + a (mod 1) de E
dans lui-méme, ol « est un nombre réel.

Soit ¢ : E — R une fonction borélienne. Cette derniere est presque
f-invariante si A-presque partout on a po f = .

a. Donner un exemple de fonction mesurable f-invariante non constante
avec a = 1/2.

b. Calculer les coefficients de Fourier de ¢ o f en fonction de ceux de
©.

c. Montrer que si « est irrationnel et si la fonction ¢ est f-invariante,

¢ est constante presque partout (c’est-a-dire que ¢ prend une valeur
réelle fixée sauf sur un borélien négligeable). L’application f est alors
qualifiée d’ergodique.

Une partie A € & est presque f-invariante si sa fonction indica-
trice 1’est.
d. Montrer que si a est irrationnel, les seules parties presque f-
invariantes sont négligeables ou de complémentaire négligeable.
e. Interpréter succintement cette derniere propriété.

8. Théoréme central limite. Soient (F,&, ) un espace pro-
babilisé et (f,),>1 une suite de fonctions réelles de L*(p).
a. Pourquoi les fonctions f,, sont-elles intégrables ? (On pourra utili-
ser I'inégalité |z| < 1+ 22 sur R).

On supposera que pour tout n > 1, pour tout pavé borélien A; X
..x A, de R" on a

p({x e B, (fi(x),.., fu(x)) € Ay x ... x A,})
= ,u({a:1 e F, f1($1) c Al}) M({xn €k, fn(xn) S An}) 5

on dit que les fonctions f,, sont (mutuellement) indépendantes ; voir
I’Exercice sur l'indépendance dans le chapitre sur les produits de
mesures pour une justification de cette définition.

b. Montrer que pour tout n > 1 la mesure de (R", B(R")), image de

p par Uapplication (fi, ..., f) : E — R", z — (fi(x), ..., fo(x)), égale



1. EXERCICES 115

le produit tensoriel des images de u par les fonctions f,, :

c. Si h:R"™ — R est une fonction mesurable telle que h o (f1, ..., fn)
est p-intégrable, montrer 1’égalité :

/Eh(fl(x),...,fn(a:))du(x):/ B (20) s fo(n)) A (1, ).

mn

Pour tout n > 1, considérons la fonction S,, définie par

1
Sp = %(f1+---+fn)7
et notons o, la mesure image de p par S,,.
d. Justifier que la transformée de Fourier ,, de o, est bien définie

sur R et qu’elle est continue.

On supposera de plus que pour tout n > 1 I'image de p par f,
est une mesure v indépendante de n (on dit que les fonctions f,, sont
identiquement distribuées).

e. En utilisant la question (c), montrer que

o (()

ou I est la transformée de Fourier de v.
f. Montrer que ¥ est de classe C?.

On supposera de plus que pour tout entier n > 1 'intégrale de f,
est nulle et I'intégrale de f,,% égale 1.
g. Calculer le développement limité de © a 1'ordre 2 en 0.
h. Montrer que quand n tend vers +oo la suite (6,,),>1 tend simple-
ment vers la fonction ¢ donnée par

Clu) =7

On admettra qu’alors la suite des mesures o,, tend faiblement vers
la mesure de densité

T / XY (1) du
R
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par rapport a la mesure de Lebesgue, c’est-a-dire que pour toute
fonction ¢ : R — R continue et bornée on a

/R o) don(y) — /R o) o(y) dy.

i. Montrer que o est une fonction dérivable et écrire ’expression de
o’. Exprimer ¢’ en fonction de o en faisant une intégration par partie,
puis en déduire I’expression de ¢ a une constante multiplicative pres.
Déterminer cette constante en examinant o(0).

j. Tracer le graphe de o. Justifier rapidement de I'intéréet du résultat
démontré, dans la situation ou une mesure expérimentale est per-
turbée par un grand nombre de fluctuations aléatoires.
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2. Solutions

1. Calculs et propriétés élémentaires.
Correction.
a. La transformée de Fourier de la mesure de Dirac d; est la fonction

¢ u— /eﬂg’““ doy (z) = e= 2™,
b. En utilisant le fait que sinz = (e®® — e~%)/(2i), un calcul direct montre que la transformée
de Fourier du train d’onde est la fonction ¢ telle que

a

o(u) = / sinz e ™ dy = —ia(sinc (2ra(1 4 u)) + sinc ((2ra(l — u))),
—a

ol sinc : v — sinwv/v si v # 0, 0 — 1, est la fonction sinus cardinal. Quand a — +o0o, le graphe

de ¢ montre deux pics de plus en plus aigus et étroits en u = 1 et u = —1, qui correspondent

aux deux harmoniques de la fonction x — sinx = (e®® — =) /2i.

c. Ona .
f(u) — / e—|r|e—2iﬂ'ux dx :/ e(l—?iﬂu)m dx +/ e—(1+2i7ru)x dﬂ?,
R oo o
donc . X )
flu) = 1 —2imu + 14 2imu 1 + Ar2y2°
2
Posons h(x) = Tr 2~ € R. La fonction h est intégrable relativement & la mesure de
w2

Lebesgue. Par la formule d’inversion des transformées de Fourier, f(z) = ﬁ(—x) presque partout,
donc partout puisque ces fonctions sont continues. Or, h est une fonction paire, donc f(x) = h(x)
pour tout x € R. Par conséquent,

d. Soit f € L'(R,B(R), \) une fonction telle que pour toute fonction g € L'(R, B(R), \) on ait

fxg=g.Onag= fg. Prenons g(z) = \/% exp(—22/2),z € R. Oron a §(u) = exp(—272u?) # 0.
Donc pour tout v € R on a f(u) =1. Or on a lime f = 0, ce qui est absurde.

Donc il n'existe pas de fonction f € LY(R,B(R),\) telle que pour toute fonction g €
LY (R,B(R),\) on ait f*g=g.
e. La mesure de surface de la sphere de rayon R est la mesure op image par l'application
coordonnées sphériques (0, ¢) — (Rsinpcosf, Rsin psinf, Rcosy) de la mesure R?|sin | dy df
(voir I’exercice sur les intégrales de surfaces). Elle est finie de masse (surface) totale 47 R2.

Sa transformée de Fourier vaut

or(§) = / . e 2T dop(x).

Un vecteur £ étant donné, on peut toujours définir les coordonnées sphériques de facon a ce que
¢ soit sur l'axe ¢ = 0 (ce qui revient a dire que o est invariante par rotation). Alors la formule
d’intégration par rapport a une mesure image montre que 1’on a

or(§) = /7T /% g2 RlE|cos o p2 sinp df dyp = 2R2Ln(R|f|) ,
o Jo R[¢|
ou encore, pour la surface unité sur la sphere,
“or . 1 sin(R[¢])
yryeAC Rl¢]
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2. Régularité de la transformée de Fourier.

Correction. 9
a. Par définition, fi(u) = [p e~ p(dz). O, 8—6_2“””6 = —2imwe 2™ et pour tout u € R,
U
9 —2iTux

9 < 27z, cette derniere fonction, par hypothese, étant intégrable. Donc d’apres le
u

théoreme de dérivation sous l'intégrale, fi est dérivable et sa dérivée vaut
i (u) = —2iﬂ'/ x e BTy (dr).
R

La méme Proposition, appliquée cette fois & [i/, affirme que i’ est continue.
b. Le raisonnement est identique au niveau de dérivation suivant.

3. Non surjectivité de la transformation de Fourier.
Correction.
a. Cette question a déja été traitée dans les chapitres sur les passages a la limites et sur le

théoreme de Fubini.
o = f(x)efi%rwﬁ >
0@ = | ( | F ) ae

b. On a
Comme f est intégrable sur R, la fonction (z,&) — f(2)e™272¢ /¢ est intégrable sur R x [1,&].
D’apres le théoreme de Fubini on a donc

¢(E)=/R</1£€_i£d£> f(@) do

et, d’apres la formule du changement de variable,

4(E) = /m (6(Zx) — 0(2)) f () do.

D’apres la premiere question et d’apres le théoreme de convergence dominée, ¢ a donc une limite
finie en l'infini.

c. Supposons par 'absurde qu’il existe une fonction intégrable f dont la transformée de Fourier
soit g. D’apres la question précédente, la fonction ¢ associée a une limite finie en +o00. Or, pour
=>1,

p g’

et cette intégrale (de Bertrand) diverge. Donc g n’est pas une transformée de Fourier.

¢(E) =

4. Equation de propagation.
Correction.



2. SOLUTIONS 119

a. Par hypothese, (1 + ||ul|2)f est A,(du)-intégrable, donc f elle-méme lest, et d’apres le
théoreme d’inversion de Fourier on a

f@)= [T fu.) du

En outre, |[ul||f| < (1 + ||u|[?)f donc ||u|| f aussi est intégrable. Donc f est différentiable
(ce que l'on avait supposé), et surtout ses dérivées s’écrivent

af _ 2im(u,x) (o N F
;" /ne (2imuy) f(u, t) du.

Mais I'hypothése selon laquelle (1 + |[u||2)f est A, (du)-intégrable permet de dériver cette
expression sous l'intégrale une fois de plus, et de trouver :

Af(e.t) = [ e (ar?ful?) fu 1) du

Un raisonnement analogue montre que
82f 1 (u,x 82f
Gt = [ @Sl du,
Donc

[ et (—4w2||u||2f<u,t> - %—fw,t)) du=10.
. ot?

A 2f
Am?e?[[ul* £ (u, t) + iz (wt) =0

du-presque partout, pour tout ¢ € R. Cette équatlon est une famille paramétrée par u d’équations
différentielles de fonction inconnue f(u,-). Sa solution générale s’écrit

Flu,t) = a(u) exp(2ime||u||t) + b(u) exp(—2ime||u||t),

ou a et b sont deux fonctions réelles ne dépendant que de u.
Or f vérifie les conditions initiales :

On a donc

feo=f ot L=
Donc
a+b=fo et 2imrel|ul|(a—b) = jo,
soit N
Flu,t) = folu) cos@mel[ullt) + —T°— sin(2me||ul[t).
2me||ul|

b. Si fe LY(R"), on a
)= [ e fotu)costamellul) +

do .
sin(2mc||ul|t) | du.
st sinerelul))
N.B. : Cette formule garde un sens quand fo et go sont intégrables, sans hypotheses de régularité
supplémentaires sur f. En particulier, si on définit la fonction f par cette égalité, f n’a pas
de raison, en général, d’étre de classe C2. Une telle fonction s’appelle une solution faible de
I’équation de propagation.

5. Equation de diffusion de la chaleur.
Correction.
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a. On veut définir la fonction @ par la formule
u(t,€) = / u(t, z)e 2" %8 dg.

Quels que soient ¢ > 0 et ¢ € R™, la fonction = +— u(t, )e 2™ %€ est continue, donc borélienne ; de
plus, elle est continue et a support compact, donc intégrable. Donc 'intégrale précédente existe.
Comme u est de classe C*°, pour les mémes raisons les fonctions Au et du/0t sont intégrables
et leur transformée de Fourier existe.
b. De méme, la transformée de Fourier de 9?u/0z? existe et le théoréme de Fubini montre que
I'on a -

0%u 0%u ,

8—33%(75’5) = /}Rn_l < N 8—33%@’96)6 2 dxl) dze ® ... ® dxy,.
En tenant compte du fait que u est a support compact, deux intégrations par parties montrent
alors que 'on a

2
g—;%(t,f) = 4722 /n u(t, z)e 2" 8 dy,

En faisant de méme pour les autres dérivations partielles, on obtient

Au(t,§) = —ar® | Y €| a(t,€) = —an?||&]* a(t, €).

1<j<n

c. Le théoreme de dérivation sous le signe somme montre que

ot ot
Or le membre de gauche est égal a Au. Donc
ou ~
e

d. D’apres I'équation différentielle précédente, pour tout & € R™ il existe un réel k(&) tel que
t, €) = k() e~ eI,

Or @ est continue & droite en ¢ = 0, donc, pour tout £ € R™, d’apres le théoréme de continuité
des intégrales dépendant d’un parametre on a

u(t, &) —i—o+ k(&) = @(8).
Donc
it §) = p(e)e eI,
e. Posons v(t,z) = (N(t,-) * ) (z). Comme la transformation de Fourier transforme un produit
en un produit de convolution on a

(t,€) = N(8,)2(6)-
Or un calcul classique montre que

N(t,&) = e+ tlell”,
Donc

3(t,€) = eI = a(t, ).
Par injectivité de la transformation de Fourier on voit que u = v.
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f. Pour tout t > 0 et tout x € R" on a

u(t,z) = - Ntz —y)e(y) dy,
donc u(t,z) est strictement positive. Physiquement, c’est un phénomene remarquable que la
température soit > 0 dans tout l’espace apres un intervalle de temps ¢ > 0 arbitrairement petit.
C’est une différence importante des solutions de I’équation de la chaleur par rapport aux solutions
de I’équation des ondes; on dit que la chaleur diffuse, tandis que les ondes se propagent.

En particulier, u n’est pas a support compact, ce qui est en contradiction avec I’hypothese
faite au début du probleme. Mais tout n’est pas perdul... parce que la formule trouvée (S) a une
portée plus générale, qui va étre décrite en partie dans les questions qui suivent.

g. Ona

u(t,x) = - Ntz —y)e(y) dy,
ot N est de classe C* sur R} x R" et ol ¢ est dans L'(R"™). Le théoréme de dérivation sous
le signe d’intégration montre par récurrence que u est de classe C*°. En effet, a chaque étape
I'intégrande est le produit de AV par ¢ et par une fraction rationnelle n’ayant de pole qu'en t = 0;
or un telle fonction est dominée (uniformément sur tout compact) par une fonction indépendante
de t et de x et intégrable par rapport a y et est dérivable par rapport a ¢ et a z.
Ce dernier théoreme montre du méme coup que l'on a

St - dutta) = [ (G0 - Ao - 0)) plyar
Mais un calcul direct montre que A est solution de I’équation de la chaleur, et donc que le terme
entre parentheses dans 'intégrale s’annule. Donc u elle-méme est solution de 1’équation de la
chaleur sur R} x R™.

Quant aux temps négatifs, on peut d’abord remarquer que la formule donnant A/ contient
V/t, donc n’est plus uniquement définie si ¢ < 0. On peut cependant choisir une détermination de
la racine. Mais alors la fonction A tend vers I'infini quand ¢ tend vers 0, et n’est pas intégrable
quand t est négatif. Donc le produit de convolution dans la formule donnant u n’est pas défini,
en général, pour t < 0.
h. Comme le produit de convolution est commutatif et comme

1 2

- —Nyll*/(48) 3oy = 1
e y

(4mt)n/? /mn

on a

-

(4mt)n/?

/ e~ IWIE/G0) (o — ) — ) dy
]Rn

[[u(t,-) — 90||L1(1Rn)
Lt (R™)

1 (2
W/ / e W0 oz — y) — p(a)| da dy
1

—||z||2/2H —Viz) — of- ‘
T Lo R et = Vi = el
La continuité des translations dans L' (R"™) montre que pour tout 2 € R" on a

lim Hsa(- —Vitz) — w(-)‘

dz.
LY(R™)

=0.
LI(R™)

L'inégalité

Hw(- —Viz) —so‘

LL(R™) < 2@l ey
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permet donc d’appliquer le théoreme de convergence dominée :
}g% [u(t,-) — <P||L1(]Rn) =0.

i. Le théoreme de Fubini montre que quelle que soit la fonction ¢ € L(IR™) on a ||em<,0HL1 @ <

el gy
j- Comme la transformation de Fourier est une isométrie de L2(R"),

tA _ TA\‘ _HA. —4nt])-||?

e = |le = € :

e lhamry = 759 e, = 80 o
Donc

tA —4r2t||-)|? ~ EENTEeN _
e ey <[] oy WPy = 191y = s

Ceci montre que opérateur e!® se prolonge en un opérateur continu L?(R") — L?(R"). Comme
I'espace vectoriel des fonctions de classe C> & support compact dans R” est dense dans L?(R"™),
un tel prolongement est unique.

k. Par continuité de la transformation de Fourier sur L2(R™), quelle que soit ¢ € L?(R") on a

B p(t,€) = p(§)e I,

Or la fonction e~*I'l* appartient & L2(R"). Donc la fonction et2p(t,-) est dans L1(R"), et la
formule d’inversion de Fourier s’applique :

() = / B(E)e T IE i g
Rn

Par application du théoreme de dérivation sous le signe d’intégration, on vérifie directement que
la fonction u : (t,z) — e p(t, x) est de classe C* et satisfait ’équation de la chaleur. De plus,
le théoreme de convergence dominée montre comme précédemment que 'on a

Ju(t,-) = <P||L2(1Rn) —t—0+ 0.

l. La mesure de Dirac §p est un élément neutre de la convolution, donc si ¢ = dg la formule
donne u = N. Autrement dit, la fonction N, qui fournit la solution générale par convolution
avec la condition initiale ¢, peut elle-méme étre obtenue en remplacant la condition initiale par
la mesure dp. On la qualifie de solution fondamentale, et, dans le cas de ’équation de la chaleur,
de noyau de la chaleur. Le noyau de la chaleur peut aussi étre vu comme la loi d’'un mouvement
brownien, ce qui établit un lien fondamental avec la théorie des Probabilités.

6. Equivalent d’une intégrale de Fresnel.
Correction. )
a. Si elle existe, la transformée de Fourier de f; : z — e est la fonction

o~ L, 2 .
firueR— / et gI2muT (o
R

Posons hy(z,u) = e ¢27ue Pour tout v € R, la fonction 2 — hy(z,u) est continue donc
borélienne.

De plus on a |e”"”2 ei?mur| — e~t22° avec par hypothése to > 0; donc z — it ¢i27uT egt
intégrable sur R et ft existe.

Pour tout z € R, la fonction u € R — hi(z,u) est dérivable et dominée par une fonc-
tion intégrable indépendante de u (voir la majoration ci-dessus); sa dérivée elle-méme vérifie

I'estimation
Ohy
. (SE, u)

ou

tx? i2mux 7t2$2

= ‘i27mc e e

= ‘i27r;ve

)
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ou le membre de droite est une fonction intégrable sur R. Donc ﬁ est dérivable sur R, de dérivée
~1 .2 .
fe (u) = i27r/ x e BT oy,
R
b. Une intégration par parties montre qu’on a
~1 . u L, 2 . u ~1 .
fe (u) = —12772? / e 2TUT g — —a?ft (u), a=2n%.
R

Donc il existe un nombre complexe b tel que
ﬁ(u) _ be—i?ﬂ-Qu/t.

b= ft(O) = / e da,
R

donc avec 'astuce classique suggérée dans ’énoncé on voit que

:/ / ei”QrdrdG:E.
[0,2x] Jo t
b= /Zem/z; .
t

L’indétermination sur la racine carré du nombre complexe ¢ se leve en remarquant que b dépend
contintiment de ¢ et que quand ¢ est imaginaire pur on a b > 0; donc si t = 7€' avec a €]0, 7|

on a
b \/feuw/w/z),
-
ﬁ(u) _ \/?eiﬂ'/ﬁle—l?ﬂ'zu/t'

d. D’apres les hypotheses, ¢ est dérivable sur R et sa dérivée vaut
¢ (x) = i27r/ up(u)e?™ du.
R

e. Comme la transformation de Fourier est un isomorphisme d’espaces de Hilbert L2(dz) —
L2(du), et comme 2 la fois 2 — €**” et z +— ¢(z) sont dans L2(dz), on a

[ e otayas = / Fulw)d(u) du
ﬁw“( ]qu(u)du— ?/}Ru (u)du+ O <tl2)>

c. Ce nombre vaut

Donc

Finalement,

Il
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7. Rotations irrationnelles et séries de Fourier.

Correction.
a. Soit ¢ une fonction mesurable quelconque définie sur [0,1/2[. On peut alors prolonger ¢ en
une fonction définie sur E et f-invariante, avec a = 1/2, en posant, pour tout = € [1/2,1],

p(z) = p(z —1/2).
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b. Notons ¢, et po f,, n € Z, les coeflicients de Fourier de ¢ et de ¢ o f. On a

—

1 1
Qo fn _ / QD(CE + a)efﬂﬂ'nw dr = / (p(ﬁ)efﬂﬂ'n(wfa) dr = @(n)ei%rna.
0 0
c. Pour tout n € Z, pour tout n € Z,
(1 _ ei27rno¢) @n =0.

Si « est irrationnel, le facteur entre parentheses ne s’annule que pour n = 0. Donc, pour tout
entier relatif non nul n, ¢, = 0. Donc, d’apres le théoreme d’injectivité appliqué a ¢ — @o,
A-presque partout on a ¢ — ¢g = 0. Donc ¢ est constante sur E.
d. Si A est presque partout invariante, la fonction 1 4 est presque f-invariantes : T4 o f = 14
presque partout. (Comme 14 o f = 1;-1(4), ceci signifie que, & un ensemble négligeable pres,
F71(A) = A).

Si de plus « est irrationnel, 1 4 est donc constante presque partout. Donc A est de mesure
égale a O ou a 1.
e. Si A est presque f-invariante, f~!(A) = A presque partout. Autrement dit, & un ensemble
négligeable pres, les seuls points qui arrivent dans A sont les points de A eux-mémes, et tous ces
points. Dong, f induit une application de A dans lui-méme, par simple restriction.

Si f est ergodique, les seules parties A presque invariantes sont négligeables ou de complémentaire
négligeable. Donc 'ergodicité est une propriété d’'indécomposabilité dynamique de f relativement

a .

8. Théoréme central limite.
Correction.
a. Pour tout y € Ron a |y| <1+ 32, donc

/E|fn|dM§[E(1+f5)du.

Or par hypothese p est une probabilité, donc fE dp =1, et f, € L*(u), donc fE fu2dp < .
Donc [, |fn|dp < 00, c’est-a-dire que f, est intégrable.
b. Pour tout pavé borélien (41, ..., A,) de R, on a

((froeoes fr)ep) (A X oo x Ap) = p((frs oy fu) (AL X ... x Ay))  (par définition)
= p(fi"(A1) .pn(f7'(An)) (indépendance)
(f1ep0) (A1) (frsp)(Ayn)  (par définition).

Or cette propriété caractérise la mesure produit (f1.0)®...Q(frn«p). Donc on a I’égalité demandée.
c. Danslecasn=2ona:

/hmu»mwmmm
E
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= /R h(yn,y2) d((fr, f2)+1)(y1,92) - (intégration par rapport  la mesure image)
_ /}R by, 2) d((fre) © (foo)(91,2) - (@apris la question précédente)
[ ([ ) a1 ) o) (héortme de Fubin

= [ ([ 1o, o)) duten) ) o)

(intégration par rapport aux mesures images)

= h(fi(z1), f2(x2)) du®?(z1,22) (théoréme de Fubini).
E2

Donc, si f1 et fo sont deux fonctions indépendantes, I'intégrale de n’importe quelle fonction
h(f1, f2) ne dépend pas du fait que 'on fait varier les arguments de f; et de fo de fagon simultanée
ou découplée.

La formule générale pour n quelconque se déduit ensuite du cas n = 2 par une récurrence
facile, qui utilise I’associativité du produit tensoriel.
d. Comme les fonctions f, sont mesurables, il en est de méme de S,,. Soit u € R. La fonction
complexe y — e~ 2™ est continue sur R, donc borélienne. Donc, en tant que composée de deux
fonctions mesurables, la fonction complexe z — e~ 275 (#)% egt mesurable.

De plus,
/ |e—2iﬂSn(m)u|d‘u(m) S/ d,u: 1.
E E

Donc, d’apres le rappel du début de 1’énoncé, la fonction y — e ~2"¥* est o,-intégrable. Donc la
fonction &, est bien définie sur RR.

Par ailleurs, pour tout y € R la fonction u — e est continue et dominée, en module,
par la fonction constante égale a 1, qui est elle-méme intégrable. Donc, & est continue sur R.
e. La transformée de Fourier de o, est donnée par :

—2iTyu

Gn(u) = /]Rexp(—Qiﬂux)dan(a:)

= [ o (2t ot o)) )

= /n exp (—2iw%(f1(x1) +..+ fn(xn))) dp®"(z1, ...,m,) (question (c))

( /E exp (—%% fl(m1)> du(x1)> ( /E exp (—21’77% fn(a:n)> du(xn))

(théoreme de Fubini)

< /]R exp <—2Z’7T%y)> dV(y)> ' (distribution identique)
= o (/)"

(ce qui prouve au passage que la fonction U est définie et continue sur R, ce qui peut aussi se
voir directement, avec les mémes arguments que pour ,, & la question précédente).
f. Ona

ﬁ(u)z/e‘Zi”y"du(y) :/ e_Qi”fl(z)"du(a:).
R

E
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24w f1(z)u

Pour tout « € F, la fonction complexe g, : u — e~ est dérivable sur R et sa dérivée,

Gr' u— —2im fi(x)e 2T (@) satisfait

92" ()| < 27| f1(2))],
cette derniere fonction étant intégrable d’apres la question (a). Donc la fonction 7 est dérivable,
de dérivée
V'(u) = —2iﬂ'/ ye 2 duy(y).
R

En dérivant une fois de plus on voit que v est de classe C? et que sa dérivée seconde vaut

ﬁll(u) _ —47T2/ y2ef2i7ryu du(y)
R

g. Le théoreme de Taylor-Young s’écrit, a 'ordre deux :

2

(0) + /(0)u + 19"(0)“7 + o(u?)

/ - 2277/ ydv(y) u — 4n* /]Ry2 dv(y) u; + o(u?)
= 1-2r%%+ o(u?).

h. D’apres les questions (e) et (g), quand u est fixé et n tend vers U'infini, on a

a_n(u) -0 (u/\/ﬁ)n N C(u) — 6_271-2”2.

—2m°u

D(u)

Donc la limite simple de la fonction &,, est la gaussienne  : u — e
i. On a

O’(y) _ / e?iﬂuyef27r2u2 dy
R

(cette formule montre que o est la transformée de Fourier inverse de ). Par les mémes arguments
que précédemment, cette fonction est dérivable, de dérivée

. _ 2,2 .
' (y) = 2177/ ue ™2™ W BTy,
R

27°u” ot dérive 2™ montre que o' (y) = —yo(y).

Donc il existe une constante C' telle que o(y) = Ce~¥/2. Or

1
=C=/e*2ﬂgu2du:— ;
R V2T

la derniere égalité provient d’un calcul classique.
Finalement, o,, tend faiblement vers la fonction

Une intégration par partie ot 'on integre ue™

. —y2/2
oy \/ﬂe .
j- Le graphe de la fonction o est une courbe en cloche appelée gaussienne.

Si une expérience est perturbée par un grand nombre de fluctuations aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées, le résultat de ’expérience sera bien siir aléatoire.

Mais le théoreme central limite, démontré par les mathématiciens Lindeberg et Lévy, affirme
que, si ’on répete ’experience un grand nombre de fois, la probabilité d’obtenir tel ou tel résultat
est soumise a une loi gaussienne.



